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8、十九世纪的数学

十九世纪是数学史上创造精神和严格精神高度发扬的时代。复变函数论的

创立和数学分析的严格化，非欧几何的问世和射影几何的完善，群论和非交换

代数的诞生，是这一世纪典型的数学成就。它们所蕴含的新思想，深刻地影响

着二十世纪的数学。

十九世纪数学发展的概貌

十八世纪数学发展的主流是微积分学的扩展，它与力学和天文学的问题紧

密相联。微积分的运用使这些自然科学领域迅猛发展，至十八世纪末，它们达

到了一种相对完美的程度。

然而，将数学和这些自然科学基本上视为一体的观念，使当时一些著名的

数学家，如拉格朗日、欧拉、达朗贝尔等对数学的前途产生了悲观情绪，他们

觉得数学泉源已近枯竭。

而实际上，此时的数学正处于兴旺发达的前夜：18 世纪的数学家忙于获取

微积分的成果与应用，较少顾及其概念与方法的严密性，到十八世纪末，为微

积分奠基的工作已紧迫地摆在数学家面前；另一方面，处于数学中心课题之外

的数学分支已积累了一批重要问题，如复数的意义、欧式几何中平行公设的地

位，高次代数方程根式解的可能性等，它们大都是从数学内部提出的课题；再

者，自十八世纪后期开始，自然科学出现众多新的研究领域，如热力学、流体

力学、电学、磁学、测地学等等，从数学外部给予数学以新的推动力。上述因

素促成了十九世纪数学充满活力的创新与发展。

十九世纪欧洲的社会环境也为数学发展提供了适宜的舞台，法国资产阶级

大革命所造成的民主精神和重视数学教育的风尚，鼓励大批有才干的青年步入

数学教育和研究领地。法国在十九世纪一直是最活跃的数学中心之一，涌现出

一批优秀人才，如傅里叶、泊松、彭赛列、柯西、刘维尔、伽罗华、埃尔米特、

若尔当、达布、庞加莱、阿达马。他们在几乎所有的数学分支中都作出了卓越

贡献。法国革命的影响波及欧洲各国，使整个学术界思想十分活跃，突破了一

切禁区。

英国新一代数学家克服近一个世纪以来以牛顿为偶像的固步自封局面，成

立了向欧洲大陆数学学习的“分析学会”，使英国进入世界数学发展的潮流。

皮科克、格林、哈密顿、西尔维斯特、凯莱、布尔等英国数学界的杰出人物，

在代数学、代数几何、数学物理方面的成就尤为突出。

德国在 1870 年统一之前，资本主义发展比较缓慢，但从十八世纪下半叶起，

它一直是思想意识领域十分活跃的地区，特别是思辨哲学强调事物内部矛盾促
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进事物发展的思想，对纯粹数学的发展产生了有益的影响。

从高斯登上数学舞台至十九世纪下半叶，德国逐渐发展成为与法国并驾齐

驱的又一个世界数学中心，除高斯外，施陶特、普吕克、雅可比、狄利克雷、

格拉斯曼、库默尔、魏尔斯特拉斯、克罗内克、黎曼、戴德金、康托尔、克莱

因、希尔伯特都无愧为十九世纪最重要的数学家。

处于数学中心之外的国家和地区，也出现不少优秀学者，最突出的有挪威

的阿贝尔和李，捷克的波尔查诺、俄国的罗巴切夫斯基、切比雪夫和柯瓦列夫

斯卡娅，匈牙利的波尔约，意大利的贝尔特拉米和里奇等。这种人才辈出的局

面在数学史上是空前的。

十九世纪数学突破分析学独占主导地位的局面，几何、代数、分析各分支

出现如雨后春笋般的竟相发展。仅在十九世纪的前 30 多年中，一批二三十岁的

年轻数学家就在数论、射影几何、复变函数、微分几何、非欧几何、群论等领

域作出开创性的成绩。

随着众多新研究方向的开拓和证明严格化的要求，越来越多的学者开始埋

头于较窄的领域作精细的研究。如阿贝尔主要从事分析与代数学研究，彭赛列

专攻射影几何，伽罗瓦关心代数方程的可解性。只有高斯和柯西仍然关心科学

与数学中几乎所有的问题。

在十九世纪下半叶，一些数学家注意了各分支间的联系，最著名的有克莱

因的埃尔朗根纲领，在几何中引进群的观点，取得很大成功，但专门化的研究

方式尚处于方兴未艾的阶段。从十九世纪晚期开始的将数学各分支奠基于公理

体系之上的运动，又推进了各分支的细分，这种倾向一直延续到二十世纪。

十九世纪数学家的工作方式呈现出全新的、不同于十八世纪的特色。数学

成为一项得到全社会承认的职业，数学家主要在大量培养人才的新型大学教书，

研究与教学有机地联系在一起。法国的巴黎综合工科学校、巴黎高等师范大学，

德国的柏林大学、格丁根大学是当时最重要的数学研究与教学中心。

由于数学家人数与成果的剧增交流思想与成果的渠道增多了，数学杂志成

了重要的传播媒介。法国的热尔岗编辑出版了《纯粹与应用数学年刊》，是最

早的专门数学期刊。之后，高水平的数学杂志相继问世，最著名的有克雷尔创

办的德文的《纯粹与应用数学杂志》，刘维尔创办的法文的《纯粹与应用数学

杂志》。

到十九世纪后半叶，随着各国数学会的问世，各种会刊及专门杂志显著增

加。这些数学会还在推动本国数学发展和促进国际学术交流方面发挥积极作用。

最早成立的是伦敦数学会，之后创建的有法国数学会、美国数学会和德国数学

会。在接近世纪之末，由各国数学会发起在瑞士苏黎世召开了第一届国际数学

家大会，后成为一项定期举行的国际学术活动。

十九世纪数学的发展错综复杂，粗略地可以分为四个阶段。

数论、分析与几何的创新阶段
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这一阶段从十九世纪初到十九世纪二十年代。

1801 年，高斯发表《算术研究》，这部象征近代数论起点的巨著，同时也

打开了数学新世纪的大门。十九世纪前的数论主要是一些漂亮但却孤立的成果，

高斯一方面将这些成果系统化，对问题及方法加以分类，同时开辟了全新的课

题及方法。树立了严格证明的典范，认为找出简单漂亮的证明，有助于掌握问

题的实质并发现不同问题间的联系(典型的是他给出了二次互反律的七个证

明)。

高斯的观点代表了十九世纪对数学严密性追求的时代精神，也指出了纯粹

数学发展的一条途径。同年，高斯依据少量观测数据，运用误差分析等方法计

算出谷神星的轨道，准确地预报了这颗小行星在天空出现的时刻，哄动了科学

界。高斯在一生中始终对理论与应用同等重视，他的成就一直鼓舞着最有才华

的数学家。他和阿基米德、牛顿一起，被认为是历史上最伟大的数学家。

1807 年，傅里叶向巴黎科学院提交了一篇关于热传导的文章，在解热传导

方程时，提出任意函数可用三角级数表示。这是分析学在十九世纪的首项重要

工作，它不仅使分析方法进入新的物理领域，而且扩展了函数概念，推进了偏

微分方程理论。对傅里叶级数收敛点的研究，最终导致康托尔创立集合论。由

于傅里叶级数在应用中的重要性，研究其收敛性成为分析严格化的动力之一。

十九世纪分析严格化的倡导者有高斯、波尔查诺、柯西、阿贝尔和狄利克

雷等人。1812 年，高斯对一类具体的级数——超几何级数，进行了严密研究，

这是历史上第一项重要的有关级数收敛性的工作。1817 年，波尔查诺首先抛弃

无穷小量概念，用极限观念给出导数和连续性的定义，并得到判别级数收敛的

一般准则(现称柯西准则)，由于他的工作长期被埋没，因此对当时数学的发展

没有产生影响，是数学史上一件憾事。

柯西是对分析严格化影响最大的学者，1821 年发表了《分析教程》，除独

立得到波尔查诺的基本结果，还用极限概念定义了连续函数的定积分，这是建

立分析严格理论的第一部重要著作。值得注意的是，柯西的分析理论基本上基

于几何直观，按现代标准衡量仍不够严密。阿贝尔一直强调分析中定理的严格

证明，在 1826 年最早使用一致收敛的思想，证明了连续函数的一个一致收敛级

数的和在收敛区域内部连续。柯西在建立严格的分析理论的同时，还为十九世

纪最重要的数学创造——单复变函数论奠定了基础。1814～1825 年间，他得到

了计算复函数沿复平面上路径积分的基本定理和留数计算公式。由于柯西的工

作，复数和复变函数论在十九世纪 20 年代为广大数学家所熟悉。1826 年，阿

贝尔和雅可比创立了椭圆函数理论，成为复变函数论蓬勃发展的生长点。十九

世纪最富革命性的创造当属非欧几何。自古希腊时代始，欧氏几何一直被认为

是客观物质空间惟一正确的理想模型，是严格推理的典范。16 世纪后的数学家

在论证代数或分析结果的合理性时，都试图归之为欧氏几何问题。

但欧氏几何的平行公设曾引起数学家的持久的关注，以弄清它和其他公理、

公设的关系。这个烦扰了数学家千百年的问题，终于被高斯、罗巴切夫斯基和

波尔约各自独立解决。高斯在 1816 年已认识到平行公设不可能在欧氏几何其他
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公理、公设的基础上证明，得到在逻辑上相容的非欧几何，其中平行公设不成

立，但由于担心受人指责而未发表。

1825 年左右，波尔约和罗巴切夫斯基分别得到同样的结果，并推演了这种

新几何中的一些定理。罗巴切夫斯基 1829 年的文章《论几何基础》是最早发表

的非欧几何著作，因此这种几何也称为罗巴切夫斯基几何。这项发现的技术细

节是简单的，但观念的变革是深刻的，欧氏几何不再是神圣的，数学家步入了

创造新几何的时代。

非欧几何对人们认识物质世界的空间形式提供了有力武器，但由于它背叛

传统，创立之初未受到数学界的重视。只是当高斯有关非欧几何的通信和笔记

在他 1855 年去世后出版时，才因高斯的名望而引起数学家们的关注。

十九世纪前半叶最热门的几何课题是射影几何。1822 年，彭赛列发表《论

图形的射影性质》，这是他 1813～1814 年被俘关在俄国时开始研究的总结。他

探讨几何图形在任一投影下所有截影所共有的性质，他的方法具有象解析几何

那样的普遍性。1827 年左右，普吕克等人引进齐次坐标，用代数方法研究射影

性质，丰富了射影几何的内容。

对纯几何问题兴趣的增长，并未减弱分析在几何中的应用。高斯从 1816

年起参与大地测量和地图绘制工作，引起他对微分几何的兴趣。1827 年他发表

的《关于曲面的一般研究》，为这一数学分支注入了全新的思想，开创了微分

几何的现代研究。

代数观念的变革时期

代数思想的革命发生在十九世纪 30～40 年代。

1830 年，皮科克的《代数学》问世，书中对代数运算的基本法则进行了探

索性研究。在这之前，代数的符号运算实际仅是实数与复数运算的翻版。皮科

克试图建立一门更一般的代数，它仅是符号及其满足的某些运算法则的科学。

他和德·摩根等英国学者围绕这一目标的工作，为代数结构观点的形成及代数

公理化研究作了尝试，因而皮科克被誉为“代数中的欧几里得”。皮科克的目

标虽然很有价值，但方法过于含糊，无法达到他的愿望。

代数中更深刻的思想来自于数学史上传奇式的人物伽罗华。在 1829～1832

年间，他提出并论证了代数方程可用根式解的普遍判别准则，从概念和方法上

为最基本的一种代数结构(群)理论奠定了基础，阐明了群的正规子群及同构等

重要概念。

伽罗瓦在 1832 年去世前，几次向巴黎科学院递交他的论文，均未获答复。

他的理论在 1846 年由刘维尔发表之前几乎无人知晓，到十九世纪 60 年代后才

引起重视，这是数学史上新思想历经磨难终放异彩的最典型的例证。

另一项引起代数观念深刻变革的成果，归功于哈密顿和格拉斯曼。哈密顿

在用“数对”表示复数并探究其运算规则时，试图将复数概念推广到三维空间，

未获成功，但却意想不到的创立了四元数理论，时间是 1843 年。
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四元数是第一个被构造出的不满足乘法交换律的数学对象。从此，数学家

便突破了实数与复数的框架，比较自由地构作各种新的代数系统。四元数理论

一经问世便引来数学与物理学家的讨论，它本身虽没有广泛应用，但成为向量

代数、向量分析以及线性结合代数理论的先导。1844 年，格拉斯曼在讨论 n

维几何时，独立得到更一般的具有 n个分量的超复数理论，这一高度独创的成

果由于表达晦涩，无法为当时的学者所理解。在这一时期，还诞生了代数不变

量理论，这是从数论中的二次型及射影几何中的线性变换引伸出的课题。1841

年左右，凯莱受布尔的影响开始研究代数型在线性变换下的不变量。之后，寻

找各种特殊型的不变量及不变量的有限基，成为十九世纪下半叶最热门的研究

课题，出现了人数众多的德国学派，进而开辟了代数几何的研究领域。

数论中的重要问题，往往成为新思想发展的酵母。1844 年，库默尔在研究

费马大定理时提出了理想数理论，借助理想数可证明在惟一因子分解定理不成

立的代数数域中，普通数论中的某些结果仍成立。

在这代数学丰产的时期，几何、分析和数论也都有长足的进步。格林在讨

论变密度椭球体的引力问题时，考虑了 n维位势；凯莱在分析学中讨论了具有

n个坐标的变量；格拉斯曼则直接从几何上建立高维空间理论。他们从不同角

度导出超越直观的 n维空间概念。施陶特确立了不依赖欧氏空间的长度概念的

射影几何体系，从逻辑上说明射影几何比欧氏几何更基本。

分析的严格化在继续。狄利克雷按变量间对应的说法给出现代意义下的函

数定义。魏尔斯特拉斯开始了将分析奠基于算术的工作，从 1842 年起采用明确

的一致收敛概念于分析学，使级数理论更趋完善。

值得注意的是，未经严格证明的分析工具仍被广泛使用，在获得新结果方

面显示威力。格林首先使用了位势函数的极小化积分存在的原理，即现称的狄

利克雷原理，它的严格理论迟至 1904 年才为希尔伯特阐明，但是在十九世纪

50 年代就已成为黎曼研究分析学的重要工具。

随着分析工具的逐步完善，数学家开始更自觉地在数学其他分支使用它们。

除微分几何外，解析数论也应运而生。1837 年，狄利克雷在证明算术序列包含

无穷多素数时，精心使用了级数理论，这是近代解析数论最早的重要成果。刘

维尔则在 1844 年首次证明了超越数的存在，引起数学家对寻找超越数和证明某

些特殊的数为超越数的兴趣。在下半世纪，林德曼利用埃尔米特证明 e为超越

数的方法，证明了π的超越性，从而彻底解决了化圆为方问题。

数学新思想的深化阶段

这一阶段从十九世纪五十年代到十九世纪七十年代。

1851 年，黎曼的博士论文《单复变函数一般理论的基础》第一次明确了单

值解析函数的定义，指出了实函数与复函数导数的基本差别，特别是阐述了现

称为黎曼面的概念和共形映射定理，开创了多值函数研究的深刻方法，打通了

复变函数论深入发展的道路。黎曼本人利用这一思想出色地探讨了阿贝尔积分
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及其反演阿贝尔函数，1854 年，黎曼为获大学讲师资格，提交了两篇论文，其

中《关于作为几何学基础的假设》是数学史上影响最深远的作品之一。

在十九世纪前半叶，数学家已认识到存在不同于欧氏几何的新几何学，并

发展了内蕴几何和高维几何的理论，但它们处于分散与孤立的状态。黎曼以其

深刻的洞察力将三者统一于 n维流形的理论，开始了现代微分几何学研究。

这是关于任意维空间的内蕴几何，黎曼以二次微分形式定义流形的度量，

给出了流形曲率的概念。他还论证了能在球面上实现二维正的常曲率空间。据

说黎曼的深刻思想当时只有高斯能理解。经十九世纪 60 年代贝尔特拉米等人的

介绍与推进，黎曼的理论才开始为广大数学家领悟，他们对微分不变量的研究，

最后导致里奇创立张量理论。

在另一篇论文中，黎曼探讨了将积分概念推广到间断函数上去，提出了现

称为黎曼积分的概念。他构造了具有无穷间断点而按他的定义仍可积的函数。

寻找这类函数是十九世纪 70～80 年代很时髦的课题。沿着扩展积分概念的方

向，后来的数学家得到各种广义积分，最著名的当属二十世纪初出现的勒贝格

积分。

1859 年，黎曼研究 ζ函数的复零点，提出著名的黎曼猜想。黎曼的思想，

在几何、分析、数论领域长盛不衰，有力地影响着十九世纪后期以至二十世纪

的数学研究。

魏尔斯特拉斯在这一时期继续分析算术化的工作，提出了现代通用的极限

定义，即用静态的方法(不等式)刻画变化过程。他构造出处处不可微的连续函

数实例，告诫人们必须精细地处理分析学的对象，对实变函数论的兴起起了催

化作用。在复变函数论方面，他提出了基于幂级数的解析开拓理论。魏尔斯特

拉斯的众多成果出自他任中学教员的时期，到 1859 年出任柏林大学教师后才广

为人知。由于他为分析奠基的出色成就，后被誉为“现代分析之父”。

当德国学者在分析与几何领域大放异彩之时，英国学者继续发挥他们在代

数中的优势。1854 年，布尔发表了《思维规律的研究》，创立了符号逻辑代数，

这是使演绎推理形式化的有力工具。布尔强调数学的本质不是探究对象的内容，

而是研究其形式，因而数学不必限于讨论数和连续量的问题，可由符号表示的

一切事物都可纳入数学领域。

1855 年，凯莱在研究线性变换的不变量时，系统地提出矩阵概念及其运算

法则。矩阵是继四元数之后的又一类不满足乘法交换律的数学对象，它们和群

论都是推动抽象代数观点形成发展的重要因素。在凯莱之后，矩阵理论不断完

善，不仅成为数学中的锐利武器，还是描述和解决物理问题的有效武器。

基于对矩阵和四元数的认识，凯莱还引进了抽象群的概念，但未立刻引起

重视，抽象群论的发展还有待于对各种具体的群作深入的研究。

十九世纪 60 年代末，若尔当担起了向数学界阐明伽罗瓦理论的重任，在发

表于 1870 年的《置换论》中，他对置换群理论及其与伽罗瓦方程论的联系作出

清晰的总结，为群论在十九世纪最后 30 年间的发展奠定了基础。

在这一时期，数学家对射影几何及非欧几何的认识也日趋深化。1859 年，
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凯莱论证了欧氏空间的度量性质并非图形本身的届性，而可以借助某种特定图

形按射影概念加以建立，说明欧氏几何是射影几何的一部分。克莱因发挥凯莱

的思想，同样论证非欧几何也可以包括在射影几何之内。这样便彻底澄清了射

影几何与那些度量几何的关系，铺平了几何公理化发展的道路。

1868 年，贝尔特拉米在伪球面上实现了罗巴切夫斯基几何，在欧氏空间中

给出直观上难以想象的非欧几何模型。之后克莱因和庞加莱分别给出各自的非

欧几何模型，说明非欧几何本身的相容性(即无矛盾性)与欧氏几何一致，加速

了人们接受非欧几何的进程。

在 60 年代末 70 年代初，由高斯在十九世纪初开辟的代数数论研究，经由

戴德金和克罗内克等人的推进，形成为内容丰富的现代数学分支。戴德金引进

一种代数数类代替库默尔的理想数，重建了代数数域中的惟一因子分解定理，

创立了理想论。克罗内克则另辟蹊径，得到相似的概念，并创立有理函数域论，

引进在域上添加代数量生成扩域的方法。

这里，需要提及概率论中的几项重要成果。在十九世纪，概率论的发展不

象数学其他分支那样突出。自拉普拉斯之后，泊松曾得到著名的泊松分布。更

重要的是切比雪夫关于独立随机变量序列的大数律和某类独立随机变量序列的

中心极限定理，概率论的系统理论到二十世纪才完成。

综上所述，可看到十九世纪前半叶出现的新思想，在这 20 多年间变得更成

熟，形成了众多独立的研究方向或分支学科。

数学公理化运动的初创期

这一阶段从十九世纪七十年代初到十九世纪末。数学经过十九世纪前七十

年的发展，讨论基础问题的条件已趋成熟。与以前的世纪不同，十九世纪的数

学家最终选择算术而不是几何作为本门科学的基础。

几何中普吕克有关齐次坐标的研究，分析中魏尔斯特拉斯的静态方法都反

映了这种倾向。但是算术中最基本的实数概念始终是模糊的。柯西的实数定义

有严重缺陷，犯了循环定义的错误。

1872 年，魏尔斯特拉斯、康托尔、戴德金和其他一些数学家，在确认有理

数存在的前提下，通过不同途径给无理数下了精确定义。又经过不少数学家的

努力，最终由意大利学者皮亚诺完成了有理数理论。1881 年，他在《算术原理

新方法》中，给出了自然数的公理体系，由此可从逻辑上严格定义正整数、负

数、分数、无理数。

康托尔在探讨实数定义的同时，研究了傅里叶级数收敛点集的结构，1874

年起发表一系列有关无穷集合的文章，开创了集合论这一基础性的数学分支。

康托尔的成果是高度独创性的，他把无穷集本身作为研究对象，通过一一对应

方法，区分无穷集的大小，定义了集合的基数(或称势)，引进序型、序数以及

一些属于拓扑学的基本概念。他提出了著名的连续统假设。

康托尔的工作影响十分深远：首先是重新唤起人们对实无穷的研究，开拓
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了点集拓扑的领域；第二，使人们把函数的定义域建立在一般的点集之上，推

动了测度论和泛函分析的研究；第三，由于集合论的内在矛盾，激发起对数理

逻辑和数学基础的深入研究。

但集合论问世之初，曾遭到一些著名数学家的激烈反对，以至康托尔晚年

处于精神崩溃状态。到十九世纪末，阿达马等证实了康托尔的理论在分析学中

的重要应用，才使这一理论得到转机，终于成为二十世纪数学研究的一个基础。

分析的严格化以皮亚诺的自然数公理体系的建立而告一段落。这种公理化

的倾向也同样在其他数学分支蔓延。弗雷格提出了逻辑公理体系，帕施得到了

射影几何的公理体系。最著名的是希尔伯特于 1899 年在《几何基础》中阐述的

欧几里得几何的公理系统。他考虑了公理系统的独立性、相容性和完备性，并

证明欧几里得几何的相容性可归结为算术的相容性。

希尔伯特的工作掀起了公理化的热潮：一方面，数学家为各数学分支建立

公理体系；另一方面，通过略去否定或其他方式改变所论体系的公理来探索新

体系、新问题。公理化运动并没有限制新思想的萌生和对各种具体课题的研究，

后者始终是数学发展中最活跃的因素。群论的应用在这一时期特别引人瞩目，

1872 年，克莱因受聘任埃尔朗根大学教授时，发表题为《关于近代几何研究的

比较考察》的讲演(即著名的埃尔朗根纲领)，他指出每种几何可由特定的变换

群来刻画，各种几何的研究内容是在相应的变换群下的不变量，一种几何的子

几何则是研究原变换群的子群的不变量。根据变换群的观点，克莱因对几何进

行了系统分类，揭示了群的概念在几何中的统一作用(不包括一般的黎曼几何和

代数几何)开拓了研究几何的一种有效的方法。克莱因的工作体现了数学专门化

趋势中蕴含的统一因素。

1874 年，挪威数学家李在研究常微分方程与保持这些方程的解不变的变换

群之间的关系时，创建了连续变换群理论(现称李群)以及相应的代数(现称李代

数)。有了对具体的群的广泛研究，抽象群论获得了新生。1882 年，德国数学

家迪克受凯莱工作的鼓舞，引进用生成元和生成元之间关系来定义群的抽象观

点，开始抽象群论的系统研究。与此相伴的是分析与经典代数方法对群论的应

用，即群的表示理论应运而生。

组合拓扑学作为一门学科在十九世纪末登上了数学舞台。庞加莱是这一领

域的主要奠基者。庞加莱是当时领头的数学家之一，兴趣广泛，研究涉及众多

数学分支以至天体力学和物理科学。在探讨描述行星运动的微分方程周期解时，

他采用了拓扑观点分析奇点及积分曲线的结构，开创了微分方程定性理论。在

研究一般”维图形的结构时，引进了一套系统的组合方法，为组合拓扑奠定了

基础。拓扑和抽象代数的观点和方法成为二十世纪最有影响的研究手段。

与庞加莱齐名的另一位著名数学家是希尔伯特。他不仅积极创导了公理化

方法，而且特别重视数学中单个重大问题的研究，认为这是数学活力之所在。

他本人就通过解决一系列具体问题，得到许多重要方法。十九世纪末，他发表

了两个报告。《数论报告》系统总结了代数数论的全部成果，开辟了类域论的

研究方向。
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1900 年，在第二届国际数学家大会上，希尔伯特作了影响深远的题为《数

学问题》的报告，成为迎接二十世纪挑战的宣言。

在数学分成几十个分支各自独立发展的形势下，希尔伯特坚信数学科学是

一个不可分割的有机整体，它的生命力正是在于各部分之间的联系。在十九世

纪末，领头数学家对数学前途充满了信心，与十八世纪末的情景形成鲜明对照。

庞加莱和希尔伯特的业绩展示了二十世纪数学大发展的曙光。


